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0 Einleitung

0.1 Was ist Licht?

— Vektorielle Elektromagnetische Welle
—  Amplitude und Phase sind komplex!

— c~ 31082

Spektrum
Art A [nm)] f [Hz| E [eV]
Radio > 10% <3-10° <107°
Mikrowellen 10% — 10° 3-10° —3-10"? 107° — 0,01
InfraRot 105 — 700 3-10'2 —4,3-10 0,01 —2
Sichtbar 700 — 400 4,3-10"% —7,5.101 2—-3
UltraViolett 400 — 1 7,5-10" —3.10' 3—10°
Rontgen 1—-0,01 3-10'7 —3.10" 103 — 10°
GammaStrahlun < 0,01 > 3-10% > 10°

0.2 Einteilung der Optik

Strahlenoptik (A << Objektgrofke)
Erscheinungen: Stirke und Richtung des Lichts
Erklért: Alltdgliche Phinomene

Wellenoptik (A ~ Objektgroke)
Erscheinungen: Stérke, Richtung, Phase, Kohérenz
Erklart: Interferenz, Beugung, Dispersion, Kohérenz

Elektromagnetische Optik
Erscheinungen: Stérke, Richtung, Phase, Kohédrenz, Polarisation
Erklart: Reflexion, Transmission, gefiihrte Wellen, Resonatoren

Quantenoptik
Erscheinungen: Stérke, Richtung, Phase, Kohdrenz, Polarisation, Teilchencharakter
Erklart: Erscheinungen bei kleinen Photonenzahlen, Flukuationen, exakte Wechsel-
wirkung mit Materie
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1 Strahlenoptik

1.1 Die Postulate der Strahlenoptik
a) Licht breitet sich in Strahlen aus.

b) Das optische Medium wird durch n(7), den Brechungsindex charakterisiert.

n = é cn: Lichtgeschwindigkeit im Medium

c) Die optische Weglinge ist definiert:
Im homogenen Medium: L =n-d

B
Im inhomogenen Medium: L = [ n(7) ds
A
d) Das Fermatsche Prinzip lautet:
B
) / n(r)ds =0
A

1.2 Die Strahlgleichung

Die Herleitung geschieht iiber das Fermatschen Prinzip

B
L= /n(?(s)) ds
A
B
L= / nds Variation des Weges
A
B
0L = 5/nds Mit Produktregel folgt
A
B
0L = /(5n) ds +n(d0 ds)
A
i dr doT
. r doT
0L = /(gradn 0T + n%%) ds
A
i d, d
-
L = _ — _ =
J /(gradn 7 (nds))dr ds=0
A
Es folgt:
d, dr
gradn = E(nﬁ)

C. Vetter



1.3 Die Eikonalgleichung

Diese Gleichung stellt die Briicke zwischen geometrischer- und Wellenoptik dar.
An dieser Stelle zunéchst keine Herleitung!

S(7) = const. ist eine Normalenfliche zur Ausbreitungsrichtung.
Es folgt:

 [grad S@) = ()’

Weiterhin gilt
B
S(r) — S(r f jgrad (7| ds = [ n(7) ds

= Optlsche Weglange = Phase der Welle

1.4 Matrixoptik

Ermoglicht das Berechnen aufeinander folgender Bauelemente mit einfachen Matrixmulti-
plikationen!

Allgemeine Form:

A B
=l o)
Typische Matrizen:

. 1 d

a) Freiraum M = 0 1]
. 1 0
b) Brechung an ebener Fliche M = nl]
0 Z

L n2
1 0

¢) Brechung an diinner Linse M =

d) Reflexion am ebenen Spiegel M =

1
10

. : (10

e) Reflexion am spérischen Spiegel M = | 1
LR

Achtung: Die Matrizen sind gegen die Strahlrichtung zu multiplizieren

C.Vetter



Beispiel

dy dy

Mochte man nun Beispielsweise die Abbildungsgleichung des Systems ermitteln, setzt man

den B-Eintrag der Matrix Null.

di - (f —da)
/
dif —dideg+daf =0
f(d1 + dg) = d1dy

+do =0

i
F= di + do
111
fodi da

C. Vetter



2 Optische Felder in dispersiven und

1Isotropen Medien

2.1 Die Maxwellgleichungen

Den Ausgangspunkt der folgenden Herleitungen stellen die Maxwellgleichungen in ihrer

allgemeinsten Form dar:

—

dB(7,t)
at

rot E(7,t) = —

rot H(7,t) = jumar (7)) +
div D(7,t) = pest (7, 1)
div B(7,t) = 0

mit den, den Materieneinfluss beschreibenden Grofen:

M(7,t) =0
Gmakr (Fyt) = Jeond (T t) + Jeon (T, 1)
Jeona(F, t) = f(E)
Jeono (Fot) = paw(F, )T = 0

. OH(r,1)
tE(7t) = —po———
Iro (’I“, ) ,U/O 8t
5 . Plr t IIGR
rot H(F, t) :jcond(ﬁ t) + a é:;’ ) +€08 é:’ )

eodiv E(7,t) = —div P(7, 1)
div H(7,t) = 0

2.1.1 Zeitverhalten der Felder

a) Monochromatische Welle = statische Felder

=

E(7t) = BE(F,w)e !

b) Polychromatische Wellen = nichtstatische Felder

C.Vetter



o0

—

E(Ft) = / E(7,w)e ! dw
—00
o
= 1 - ‘
B(Fw) = o / E(7, t)etdt
—00

2.1.2 Die Maxwellgleichungen im FourierRaum

Betrachtet man zunéchst -

85{5?& — % f E:(’l?,w)e_i"-’tdw — f (_iw)E(F,w)e_i“’tdw

—00 —0oQ
so kann man feststellen, dass % mit Fouriertransformation in (—iw) iibergeht.

Beachtet man dies und setzt die Polychromatischen Wellen in die Maxwellgleichungen der

Optik ein, so folgt:

rot E::(f’, w) = zw,ugﬁ(f’, w) (I)
rot A(7,w) = j(7,w) — iwP(¥,w) — iweo E(F, w) (ID)
eodiv ﬁ(f’, w) = —div ]3(7"’, w) (III)
div A(7,w) = 0 (IV)

2.1.3 Die Wellengleichung
Wirft man auf Gleichung I der Maxwellgleichungen der Optik einmal die Rotation, folgt

a) Im Zeitraum

i 2 2o A5 (7, 92 P(7,
rot rot E(7,t) + C%%E(r,t) — _u()# _ Mo#

b) Im Frequenzraum

rotrot E(F,w) — %;ﬁ(?,w) = powj (7, 1) + uowQﬁ(ﬁw)
Im statischen Fall kann dieses Problem vollstédndig im Fourierraum gelost werden!

2.2 Beschreibung der Medien

Zu beachten ist, das die Bestimmung von P(E) und j(E) in der Regel sehr kompliziert ist.
Hier wird nur das ,einfache“ Drudemodell zur Beschreibung der Ladungstriger behandelt!

- Freie Ladungstriger
Metalle / angeregte Halbleiter (Intrabandeffekte)

- Gebundene Ladungstriger
Dielektrika / Halbleiter (Interbandeffekte)

E(7,t) — Responsfunktion — P(7,1)

E(F,w) — Ubertragungsfunktion — ]3(", w)

C. Vetter



2.2.1 Begriffsdefinitionen

- linear:

- disperiv: = nicht instantan
= P(7,t) = f[E(F,t,1)]

- homogen:
X(w) und R(t) nicht Ortsabhingig

- isotrop:
nicht Richtungsabhingig

- lokal:

Polarisation nur von den Feldeigenschaften am beobachteten Punkt abhingig.

P(7,t) = fIE(7,t)] und nicht fIE(F,1 ¢t,t')]

2.2.2 Folgerungen fiir Polarisation

Setzt man ]3(77, w) in die Wellengleichung ein folgt:

a) linear, homogen, isotrop, nichtdispersiv

e 0% o

Unphysikalisch da es keine nichtdispersiven Medien gibt
Anwendung nur fiir kleine Frequenzbereiche!

b) linear, homogen, isotrop, dispersiv
Helmholzgleichung

AE(F,w) — L e(w)E(F,w) =

— Response ist Frequenzabhangig

c) linear, inhomogen, isotrop, dispersiv — x(7,w)

. 2 - -
AB(F,w) — 2 e(w)E(F,w) = —grad {gradg(““’)

e(7,w)

— Kopplung der Feldkomponenten

d) nichtlinear, homogen, isotrop, dispersiv — x(w, E)

-

P(F,w) = eox (7, w) E(F,w) + Pyy(E)

-

B}

C.Vetter
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— tritt bel hohen Intensitaten auf

2.2.3 Folgerungen fiir Strom
a) Gebundene Elektronen oder Phononen (Dielektrika, Halbleiter)

- Phononen
Tragen zu opt. FEigenschaften bei
nur transversale Komponenten koppeln mit Licht
nahe Resonanz entstehen schwingende Dipole — Uberlagerung mit einfallendem Feld

- Elektroneniiberginge
Vielteilchenproblem (Schwingung gebundener Elektronen)

wOIon << wOElekt’r‘on

b) Treie Elektronen (Metalle, angeregte Halbleiter)

- Modell des freien Elektronengases

2.2.4 Die dielektrische Funktion

Ausgangspunkt der Herleitung ist, das nach Drude-Modell Teilchen (Elektronen, lonen)
durch E(7,t) ausgelenkt werden. Es folgt eine Verschiebung 3(7, ).
Machen wir den Ansatz eines getriebenen, geddmpften Oszillators:

5(7,t) + g8(F, t) + wis(F t) = ——E(7, t)

Es gilt weiter:

Damit folgt:

=2 e“N

P(7,t) + gP(F.t) + w3 P(7,t) =

Durch Fourier-Transformation kann man die Lésung direkt hinschreiben:

C. Vetter
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ﬁ(f’, )= a5 Z { - _60fj_ o } E(F, w) = sox(w)ﬁ(ﬁ w)

¢ ist hierbei die komplexe dielektrische Funktion.

2.2.5 Die Leitfdhigkeit

Eine vollkommen analoge Betrachtung lasst sich fiir den Strom machen.
Dabei wird ein wechelwirkungsfreies Elektronengas betrachtet. (w, = 0)

3 ) + 937 1) = ——E(t)

Es gilt weiter:

m = Meff 7 Me
J(7 1) = —Nes(7 t)
1 2N
0 m

2
wp f=

Damit folgt:

DO 2 e? = =N =N
J(7t) + g3 (7 t) = WE(T, t) = eofE(7,t) = eqwi E (7, t)

Durch Fourier-Transformation und umstellen folgt:

j(7w) co0 (7, w) = o(w) E(F,w)
]T’w_g—iw rw)=ow)k(r w
2 2
EoW EoWw,
o(w) = O,p == g 12
g —w —Ww* — 1w

C.Vetter
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o(w) ist dabei die komplexe Leitfahigkeit.

Bemerkung: Die Plasmafrequenz wg ist die Figenfrequenz der im eigenen Feld schwin-
genden Ladungswolke!

2.2.6 Weitere Folgerungen

Setzt man die soeben gewonnen Terme in die Wellengleichung ein, so folgt:

- 2 ) = 2 =
rot rot E(’F, w) = Lcd—2 {1 T X(w) = ia(w)} E(Fa w) = _S(W)E(F7w)
0

e(w) =1+ x(w) + wlgoa(w) =&/ (w) + ie" (w)

Das bedeutet, dass die komplexe dielektrische Funktion e(w) die Beitrdge des Vakuums,
der Gitterschwingungen und der freien Elektronen enthilt.

Weiterhin ist stets eine Zerlegung in Real- und Imaginérteil moglich was je nach Anwen-
dung interpretiert werden muss.

a) Dielektrika in der Nihe einer Gitterresonanz

B f
5((4)) —Soo+ (wg 70}2) —zgw
2 2
/ o f(wo —w )
' (w) =t + (wg TR+ gha?
" gfw
(w) = (Wf — w?)2 + g2w?

Dabei sind wg Lage, g Breite und f Stérke der Resonanz.

Isolierte Resonanz Scharfe Resonanz
127 12 |
|
£
— . II‘
8 § ¢ J

Aus dem Ergebnis lassen sich folgende Schliisse ziehen:

C. Vetter
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- Fiir sogenannte longitutinale Frequenzen w = wy, wird &'(wr)=0 wobei £”(wr) # 0
ist. = Absorption und Dispersion treten immer gemeinsam auf!

. . . .. 0e’(w)
- Normale Dispersion gibt es fir =5~ >0

. . A ™)
- Annormale Dispersion fiir =~ <0

- Fiir scharfe Resonanzen mit ¢ — 0 kann man einen zusammenhang zwischen wg und
wr, finden. Die Lyddane-Sachs-Teller Relation:

Wy, = W4/ %
b) Dielektrische Medien im sichtbaren Spektralbereich
Wird in der Regel mit einem sogenannten Doppelresonanzmodell beschrieben. Dabei wird
eine Gitterschwingung im IR und ein elektronischer ,Ubergang® berriicksichtigt.
Es folgt:

fG fe
e(w) = €00 + - + -
W= =) —igow (W, ) g
c) Halbleiter
2
_ f “phl
fw) =t (wE — w?) —igw + —w? —igw

Hier ist zu erkennen, das bei Halbleitern elektronische Uberginge auch im nahen IR-Bereich
oder im sichtbaren Bereich auftreten.
Wphl ~ 10457 < w

c) Metalle
2
w
() = 1 — —omet_
w* +1gw
2
w
8, — 1 _ p
@) =1- 72
2
N 99
T = S g

Da wpmet >> w gilt, weist die dielektrische Funktion hier einen grofen negativen Realteil
auf.

C.Vetter
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Metall

204 | €

[
20

2.2.7 Materialgleichungen im Zeitbereich

[
25

win 10"s"!

Bisher wurden alle Gleichungen der Einfachheit halber im Fourierraum gelost. Diese sollen

nun wieder auf den Zeitbereich iibertragen werden.

Von den folgenden beiden Gleichungen wird nur Gleichung 2 vorgerechnet:

D(F,w) = eoe(w) B(F,w)

=

P(T,w) = eox(w)E(F,w)

(1)
(2)

Die folgenden Beziehungen sind bekannt und koénnen somit in Gleichung 2 eingesetzt wer-

den:

Es ergibt sich:

oo

1

—00 —00 —O0

Durch Substitution ¢ = ¢ — ¢’ und einige Umformungen folgt:

oo 0
— : 1 pogl = )
% P(’F, t)ezwtdt — 50% / / R(t/)ezwt E(F, t//)ezwt dt/dt”

t
P(7,t) = e / R(t — t"E(7,t") dt"

C. Vetter
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Wirkt das E-Feld nur fiir einen winzigen Augenblick, d.h. E(7,¢") = 6(t — to) ergibt sich
die Polarisation zu

—

P(’F, t) = 80R(t - t[))

2.3 Energiestromdichte und Energiebilanz
2.3.1 Der zeitlich gemittelte Poyntingvektor

Analog zur Elektrodynamik gibt der Poyntingvektor S den Energiefluss des E-Feldes an.
Der Energiefluss durch eine Fliche (Detektor) ist gegeben durch S - 7@
Der momentane Poyntingvektor sei gegen durch:

§(F>t) = ET(F?t) X ﬁT(F7t)

Fiir einen Messprozess miissen im Allgemeinen die folgenden Zeitgrofsen beriicksichtigt
werden:

Schwingungsdauer Tj < 10~ s
Impulsdauer i.a. T, >> T
Messzeit i.a. 1), > T, >> Ty

Ein Detektor kann im Allgemeinen der schnellen Oszillation nicht folgen und misst einen
zeitlichen Mittelwert. Das bedeutet, das man schreiben kann:

[
|

Setzt man dies in S(7,t) ein, formt um, sortiert nach Real- und Imaginsrteil und mittelt
dann {iber die Messzeit folgt:

T

B t) = 5 [B@ e ™ + c.]

—

H.(7,t) =

N — N =
Tu

(7, t)e ot 4 c.c}

T
<§(F,t)>:% / §(7. ) dt
e

(s0)] =1

Das heifst, das der Messprozess im Allgemeinen eine zeitliche Mittelung von S (7, t) darstellt.
Weiterhin wird die optische Intensitét als der Betrag davon definiert. Duie Phaseninfor-
mationen gehen im Allgemeinen verloren.

2.3.2 Die zeitlich gemittelte Energiebilanz

An dieser Stelle soll auf weitere Rechnungen verzichtet werden. Zum Ansatz:
Man schnappt sich die Maxwellgleichungen, setzt den Poyntingvektor ein und mittelt zeit-
lich. Dann folgen noch einige Umformungen (die genaue Rechnung - sieht Skript).

C.Vetter
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Es folgt:

=

div (§) = —%wsoe”(w)E:(F,w)E*(F,w)

Aus dieser Beziehung folgt, das sich Senken des Energieflusses genau dann ergeben, wenn
der Imaginérteil der dielektrischen Funktion nicht verschwindet. D.h. bei Resonanzen wird
der Energieverlust hoch — Absorption.

2.4 Die Kramers-Kronigsche Dispersionsrelation

Fiir lineare Systeme exisitiert unter bestimmten Bedingungen eine Integraltransformation
zwischen Real- und Imaginérteil der Ubertragungsfunktion.

Allgemeine Form linearer Ubertragungssysteme:

Ursache Responsefunktion Wirkung
Ut h(t,t") W (t)
E(t) R(t,t') P(t)

Spezielle lineare Ubertragungssysteme:

P(t) = e / Rt —tE®) dt

Bt) = 24 / R(t— O)E(W) dt

Rt —t")=0(t—t')+ R(t —t')

Notwendige Systemvoraussetzungen:

[e.e]

W(t) = / h(t, YUt )dt — Linearitét |
t
= / h(t, YU dt’ — Kausalitit |
t
= /h(t—t’)U(t’)dt’ t'=t—r
= /h(T)U(t —7)dt —| Zeitinvarianz
0

Erklarung:

C. Vetter
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- Der Zusammenhang zwischen Responsfunktion (h(t,t¢')) und Ursache (U(t')) muss
linear sein (Linearitét)

- Der Integrant muss fiir Zeiten grofer t null sein (keine Wirkung aus der Zukunft =
Kausalitét)

- Eine Verschiebung der Zeitskala hat keinen Einfluss auf das System (Zeitinvarianz)

Beispiel:
Gegeben sei P.(7,t) mit Responsefunktion R(7) und entsprechender Ubertragungsfunktion
(Fouriertransformierte der Responsefunktion) x(w).

t

—

P.(7,t) = g0 / R(T)E,(F,t —7) dr

—00

Die Kramers-Kronigsche Dispersionsrelation besagt nun, dass es eine Beziehung zwischen
Real- und Imaginérteil von x(w) geben muss, wenn die genannten Bedingungen erfiillt sind.

An dieser Stelle soll nun keine vollstdndige Herleitung (siehe Skript) sondern nur ein grober
Uberblick iiber diese folgen:

X(w) = /R(T)eiwdT = /R(T)GWT dr
—00 0
w=uw +i"
x(w) = /R(T)ei”/Te_“’”T dr
0

An dieser Stelle folgt der Residuensatz iiber die obere Halbebene.

[e.9]

x(w)Z—;p/j(_dew

Indem man die oben hergeleiteten Relationen ausniitzt kann das Ergebnis noch weiter um-
geschrieben werden.

C.Vetter
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1 o ([ — 2 o0 — M-
X' (W)==p / X©) 45 (w) = p/ S C) R
7r 0 —w P W2 — w2
s 0
7 o _l ]o X/(JJ) _ ” B _g ]0[8/((,«)) — 1] _
X' (w) = e 7@—wdw e'(w) = e R dw
5o o

© ffooo bezeichnet hierbei ein sogenanntes Hauptwertintegral.

Die physikalische Aussage der Ergebnisse ist, dass die Dispersion des Mediums durch dessen
Absorption hervorgerufen wird. D.h. zur exakten Bestimmung der dielektrischen Funktion
bendtigt man das vollstdndige Absorptionsspektrum.

2.5 Normalmoden im homogenen isotropen Medium

Die Normalmoden sind die einfachsten Losungen der Wellengleichung im Fourierraum. Mit
ihnen konnen alle anderen, beliebigen Losungen konstruiert werden. In der Optik gelten
im Allgemeinen folgende Bedingungen fiir die Normalmoden:

- unverdanderliche Amplitude
- Erhaltung des Polarisationszustandes

- Phase weist harmonische Abhéngigkeit auf

- Dispersionsrelation w(k) vorhanden

Ausgangspunkt stellen Wellen- und Divergenzgleichung dar

_ W2 =
rot rot E(7,w) = C—Za(w)E(F,w) (1)
coe(w)div E(F,w) = 0 (2)

Wegen Gleichung 2 lassen sich zwei Félle betrachten

1. longitudinale Wellen: w = wy, — e(w) =0
2. transversale Wellen: w # wy, — div ﬁ(f’, w)=0

Das Gesamtwellenfeld ergibt sich als Integral {iber alle Normalmoden:

o0

— —

E(Ft) = [ B(E,w)eF™=+t qu

—00

k =K + ik" ist der komplexe Wellenzahlvektor.
e k'F = const. = Fliche konstanter Phase
e ki = const. = Fliche konstanter Amplitude
e k7= K7 = homogene Wellen

o k'"7LE'F = evaneszente Wellen

C. Vetter



19

2.5.1 Longitudinale Wellen

Diese konnen nur im dielektrischen Medium fiir e(w) = 0 bei w = wy, auftreten.
Aus rot rot E(7,wy) = 0 folgt mit Wellenansatz:

K2E, =0
E(F,wr) = E(F,wr)

2.5.2 Transversale Wellen

Die interessanten Losungen sind die divergenz-, also Quellenfreien Lésungen mit w # wry.
Damit folgt direkt aus der Wellengleichung die Helmholzgleichung:

Mit Exponentialansatz folgt:

kE(k,w) =0

Daraus folgen zwei wesentliche Physikalische Eigenschaften:

Dispersionsrelation k2 = k? = k2 + k24 k2 = ‘;’—js(w)

Transversalitit & | E(E, w)

Da die Dispersionrelation gilt, kann man schreiben E(E,w) = E:(w)

Im Vorlesungsskript folgt an dieser Stelle eine ausfiihrliche Diskussion der Losungen in
verschiedenen Frequenzbereichen. Darauf soll an dieser Stelle verzichtet werden!

Die Quintessenz lasst sich im Folgenden zusammenfassen:

a) ungeddmpfte Wellen — Normalmoden — Plasmon-Polaritonen & Phonon-Polaritonen
evaneszente Wellen an Grenzflachen
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b) evaneszente Wellen

c) geddmpfte Wellen — (¢’ > 0) = schwacher Dampfung und (¢’ < 0) = starker Dampfung

2.6 Gebiindelte Wellenfelder und Impulse

2.6.1 Definitionen

Biindel
Ein Biindel ist eine kontinuierliche Uberlagerung stationirer, ebener Wellen verschiedener
Ausbreitungsrichtung.

E(Ft)= | E(&)eiF—b g

—0o0

Impuls
Ein Impuls ist eine kontinuierliche Uberlagerung stationirer, ebener Wellen verschiedener
Frequenzen.

) \ i \
I RNl VA VARV ¥
Ui

) Ill [}

—00

Impuls endlicher Breite
Ein Impuls endlicher Breite ist eine kontinuierliche Uberlagerung stationiirer, ebener Wel-
len verschiedener Frequenzen und Ausbreitungsrichtungen.

= 7

’w)ei(k(w)F—wt) d3k dw

&
—~
S

~
~—

I

&
—

ol
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2.6.2 Ausbreitung gebiindelter Wellenfelder im homogenen Raum

Zum Vorgehen und zur Schreibweise

Zunichst wird gezeigt werden, das sich Pulse endlichter transversaler Breite als Superposi-
tion von Normalmoden darstellen lassen. Es wird sich zeigen, dass die Pulse zeitlich (wegen
Dispersion verschiedener Frequenzen) und raumlich (wegen verschiedener Richtungen der
Normalmoden) breit laufen.

- zeitlich = Pulsverbreiterung
- rdumlich = Beugung

Fiir die folgenden Herleitungen wird zunéchst angenommen, dass w = const. und e(w) =
£'(w) > 0 (Transparanzgebiet).

Daraus folgt, das die Normalmoden durch stationire homogene und evaneszente, ebene
Wellen beschrieben werden kénnen. Aufkerdem wird die skalare Niherung angenommen
(ist im Fall eindimensionaler, linear Polarisierter Biindel exakt).

Schreibweise:

=

E(F,w) - Ey(ﬁ“)@j - Ey(Faw) — u(7,w)

Damit folgt fiir die Helmholzgleichung

2

Au(T,w) + %5(w)u W) =

Ausbreitung beliebig enger Biindel
Gegeben: Feldverteilung in einer Ebene
Gesucht: Feldverteilung im gesamten Halbraum

Vorgehen:
1. Fouriertransformierte der Wellenfunktion nehmen

2. Dispersionsrelation einsetzen (Ausbreitungsrichtung - hier z - kann nicht mit trans-
formiert werden)

3. Einsetzen in skalare Helmholzgleichung

4. Losen der Helmholzgleichung

C.Vetter
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u(F,w) = / U(k‘,w)elk(w) Bk
- ) 2 2 2 2
kx = qQ, ky ﬂ’ kz =7
/ / eilez+8y) 1., dBin0 = Au(T,w) + kQ(W)U(Fa w)

liefert:
Ula, 8,2) = Up(a, B)e* + Uy(a, B)e ™97
Man kann zwei Arten von Losungen erkennen:
- 'yQ >0=a?+32<k’= homogene Wellen
- 72 < 0= a®+ 3% > k? = evaneszente Wellen da v = k. imaginir wird.

Damit muss der zweite Teil der Losung entfallen da ansonsten eine unendlich anwachsende
Amplitude die Folge wire (das ist unphysikalisch).
Legen wir noch fest, das U(«, 3,0) = Up(av, 3) ist, da dann folgt:

U(Oé, ﬂ? Z) - UO(OZ, ﬁ)eivz

oo o0

u(r) = / /Uo(a,ﬁ)ew(o"ﬁ)zei(axﬁgy)dadﬁ

—00 —O0

Bemerkungen:

- Up(a, B) stellt die raumliche, spektrale Verteilung bei z = 0 dar und wird Ortsfrequenz-
oder Winkelspektrum von ug(x,y) genannt.

- aund ( sind im Sinne der Fouriertransformation Ortsfrequenzen, im Sinne der Optik
reprisentieren sie aber Winkel.

- Man kann feststellen, das Ausbreitung nur Multiplikation mit dem Phasenfektor
e(@P)2 im Fourierraum bedeutet.

D.h. das die lineare Gleichung Au + k?u = 0 im Fourierraum die folgende Losung hat:

Ule, 8, 2) = H(a, B, 2)Uo (e, B)
H(a, 8,z) = V(P2

Yo 8) = VI~ a7 2

Dabei ist H(a, 3, z) die Ubertragungsfunktion.
Im Ortraum bedeutet dies:

C. Vetter
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u(z,y, z) = / / hz—a'y—y', 2)uo(a’,y') da’ dy'

—00 —00

mit Responsefunktion

2 oo o
h(x,y,z):(%) //H(a,ﬂ,z)ei(o‘”ﬁy)dadﬁ

—00 —O0

Fresnel- (paraxiale) Niherung

Dies ist ein wichtiger Spezialfall wenn das Ortsfrequenzspektrum schmalbandig ist. D.h.
die ebenen Wellen, die das Biindel beschreiben haben nur eine kleine Neigung gegen die
Ausbreitungsrichtung.

Man kann daher v = \/k2 — o2 — 32 in einer Potenzreihe entwickeln.

a2+52)_ _a2+52
2k2 7 2k

v k(l—
Damit ergibt sich die Ubertragungsfrequenz in Fresnelniherung zu

- -a?4 52
Hp(o, B, 2) = e " an #

Das heift, das die Ubertragungsfunktion nur noch homogene Wellen enthilt.

Die Ubertragung in den Ortsraum und die Vereinfachung der Responsefunktion umfasst
einige Rechenschritte die an dieser Stelle weggelassen werden.

Es folgt fiir den Ortsraum:

wr(@,y, 2) = / / he(e — o'y — o 2yuo(es o) do’ dy’

—00 —O0

hF(Q?,y, Z) _ eikz {_)\iei;’z(gy?+y2)}

z

=  up(r,y,z) = —ée’kz / /uo(:v’,y’)eizli[(xx’)2+(yy')2] da’ dy’

—0o0 —O0

Hieran l&sst sich im {ibrigen noch erkennen, das die Responsefunktion in paraxialer Nihe-
rung eine Kugelwelle ist.

Die Wellengleichung in paraxialer Ndherung

Die Wellengleichung ist eine elliptische Differentialgleichung, d.h. die Losungen des Rand-
wertproblems erfordert die Vorgabe der Felder auf dem gesamten Raum. Eine parabolische
Differentialgleichung hétte an dieser Stelle den Vorteil, das dur die Anfangswerte vorgege-
ben werden miissen.

Man kann zeigen, das die Wellengleichung in paraxialer Ndherung in eine parabolische
Differentialgleichung {ibergeht. Auf die genaue Rechnung soll an dieser Stelle verzichtet
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werden.

-2( )__i iQJri ( )
’LaZU xr,Y,z) = o 8]:2 8y2 vr, Y,z

u(z,y, z) = v(z,y, 2)e

2.6.3 Ausbreitung eines Gaul}-Biindels

Hierbei handelt es sich ebenfalls um einen wichtigen Spezialfall da gerade transversale
Laser-Fundamentalmoden diese Gestalt aufweisen.

Fundamentalmode im Fokus

M
M

+13)
Y

—
€ |8
81

uo(z, y) = vo(z,y) = Age ci(2:9)

An dieser Stelle sollen folgende Vereinfachungen gemacht werden:

: a2 — g2 — )2
- Rotationssymmetrie wy = w; = wy

- fache Phase ¢(z,y) =0

Die Breite des Biindels ist definiert als ug(2? + y*) = ug(wg) = 2A¢
_ J,;2_,'_:[/2

Die Hohe Ergibt sich zu ug(x,y) = vo(z,y) = Age 8

Betrachten wir das Spektrum bei z =0

1 oo o0 _22+ 2
Uh(0.6) = Vil 9) = o [ [ e e er M azay
—00 —00
2,2 2. 2
A _z+ty A _zfty
=12 ()nge g = 2 Onge w3
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D.h., dass das Spektrum ein Gaufprofil aufweist.

Betrachten wir nun das Spektrum nach der Ausbreitung

Ula, B, 2) = V(e S, z)eikz
o242

Ve, 8,2) = Up(a, B)e™ 2k
A O¢2 2
= ﬁw%e‘wﬁ)%ﬁe

u

2., 42
-+
T 7

Schlussfolgerungen:

- Gaufbiindel behalten bei der Ausbreitung ihre Form, jedoch nicht Amplitude, Breite
und Phase.

- Die Ausbreitungsldnge z und der Beugungsparameter zg bestimmen dabei die we-
sentlichen Eigenschaften (zp ist erst bei der Riickstransformation in den Ortsraum
notig einzufiithren)

kw?
_ 0 — m,,2
0= 3 = A%

Lp = 2z9 wird auch als Beugungslédnge oder Rayleigh-Gebiet bezeichnet.

i

~_
T
"

L*E.zu;l-l

Beugungslinge eines Gaul}-Biindels

Spezialfille:

1. z < zp: Gauk-Biindel dndert Gestalt und Phase nicht.

2. 22 2
- Produkt aus Breite und Amplitude ist konstant.

- Strahldivergenzt nimmt mit stirkerer Fokussierung und groferer Wellenlédnge
Zu.

- Flache konstanter Phase ist gekriimmt.

2.6.4 Gaullsche Moden in einem Resonator

Der Hauptspeckt bei einem Resonator ist, das dieser genau dann stabil ist, wenn die Spie-
gelflachen mit den Phasenfléchen {iberein stimmen. In paraxialer Ndherung sollten also die
Spiegelradien gleich der Radien der Phasenflachen sein.
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Definitionen:
- Wegen R(z) = z + é ist R fiir negative z als negativ zu definieren.
- Der Radius konkaver Spiegelflichen wird als negativ definiert.

- 21,2 bezeichnet den Abstand von der Taille zu Spiegel 1 bzw. 2

R(Zl) > O;R(ZQ) > O; Ry > O;RQ <0 R(Zl) < O;R(ZQ) > 0; R < O;RQ <0

Um zur Stabilitdtsbedingung eines Resonators zu gelangen kann die folgende Rechnung
angestellt werden:

R1 = R(Zl) R2 = —R(ZQ)
2 2
Ri=zn+2 Ry= 2+ 2
Z1 Z9

z1(R1 — z1) = —22(Ra + 22)
_ d(R+4d)
Ry + Ry +2d
d(Ry + d)(Ry + d)(Ry + Ry + d)
2 _ 2
2 =Ttha -4 (R1 + Ra2 + 2d)2

zZ1 =

Mit einigen weiteren Umformungen gelangt man dann zu folgender Ungleichung:

d d
<l1+=—)(1+=)<1
O—(+R1>(+R2>—

Aus dieser Beziehung lassen sich Faustregeln fiir stabile Resonatoren formulieren.

1. Zwei konkave Spiegel
- Beide Mittelpunkte der Kreisradien miissen auferhalb des Resonators liegen.

- Beide Mittelpunkte der Kreisradien miissen innerhalb des Resonators liegen.
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stabil instabil

2. Ein konkaver und ein konvexer Spiegel

- Beide Mittelpunkte miissen jenseits eines Spiegels liegen, wobei der Mittelpunkt
des konvexen Spiegels weiter entfernt vom Resonator liegen muss.

stabil mstabil

2.6.5 Ausbreitung von Impulsen

C.Vetter
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3 Beugungstheorie
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4 Fourieroptik & Optische Fiterung
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5 Polarisation elektromagnetischer Wel-
len

C. Vetter
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